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Dinamiko konvektivnih celic, ki nastanejo pri segrevanju spodnjega robu tekocine in ohlaja-
nju zgornjega robu v gravitacijskem polju, imenujemo Rayleigh-Benardova konvekcija. Ta je
poenostavljen model atmosferske konvekcije. Reduciran sistem teh enac¢b v brezdimenzijskih
koli¢inah je studiral Lorenz:
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kjer je parameter o sorazmeren s Prandtlovim stevilom, p z Rayleighovim stevilom, 3 pa po-
meni vertikalno razseznost plasti, vsi parametri pa so pozitivni. Lorenzov sistem je nelinearen
(vsebuje produkte prognosti¢nih spremenljivk), neperiodi¢en (orbite, trajektorije se ne pona-
vljajo, temve¢ sCasoma divergirajo) ter disipativen. V praksi disipativnost pomeni, da se 3D
volumen V', ki vsebuje mnozico to¢k v bliznji okolici neke tocke v faznem prostoru, x = [z, ¥, 2]
sCasoma kréi in velja:
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od koder sledi
V(t) =V(0)exp (—(c + 8+ 1)t). (3)
Posamezna trajektorija je opisana z %’t‘ = g(x,t). Atraktor dinamike Zemljine atmosfere je

klimatologija, ki je dolocena z oddaljenostjo Zemlje od Sonca (ta doloca velikost energijskega
toka), nagnjenostjo Zemlje glede na ekliptiko ter seveda s sestavo atmosfere. Tudi trajektorije
spremenljivk na Zemlji so ujete - npr. temperatura ob teh pogojih nikoli ne more doseci 80°C ali
- 120°C, vseeno pa imamo znotraj teh meja “bogato® dinamiko. Pri vrednostih parametrov,
kot jih je uporabil Lorenz, t.j. ¢ = 10, 8 = 8/3 in p = 28, je dinamika sistema kaoti¢na.
Ena izmed lastnosti kaoti¢nih sistemov je mocna ob¢utljivost resitve (trajektorije) na majhne
spremembe v zacetnih pogojih. Hitrost divergence dveh trajektorij, ki sta ob zacetnem cCasu
infinitezimalno blizu skupaj (njuna razlika je 6x(0)), opiSemo z Ljapunovim eksponentom A,
tako da velja
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Stevilo Ljapunovih eksponentov je enako dimenziji faznega prostora (v nasem primeru 3). V
primeru ve¢dimenzionalnih sistemov potem spremljamo Ljapunov spekter. Ce je vsaj en Lja-
punov eksponent \; > 0, pomeni, da je sistem kaoticen in da razlika med dvema trajektorijama
narasca eksponentno, torej bosta s¢asoma postali povsem razli¢ni. Najvecji in hkrati nestabilen
eksponent
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najhitreje narasca in po dolgem casu povsem dominira Ljapunov spekter. Najvecji eksponent
doloca tipicen casovni okvir napovedljivosti, torej 7 = 1/ A\pqz-

a) Integriraj sistem najprej pri zaCetnem pogoju xo = [1,1,1], nato pa pri rahlo nakljuéno
perturbiranem zacetnem pogoju xg + cdx. Kdaj zac¢neta trajektoriji divergirati? Kako je ta cas



odvisen od velikosti perturbacije zacetnih pogojev, torej od parametra ¢? Narisi potek spre-
menljivk x(t), y(¢) in z(¢) v ¢asu. Narisi Se trajektoriji v faznem prostoru x-z. Nato generiraj
ansambel 1000 rahlo perturbiranih zacetnih pogojev znotraj hipersfere in narisi tocke v faznem
prostoru x-z ob razli¢nih integracijskih ¢asih. Oceni, koliko ¢asa drzi linearna hipoteza (to-
rej kdaj se hiperelipsoid deformira zaradi nelinearnih interakcij)? Kdaj pa dobi hipervolumen
fraktalno obliko?

b) Simuliraj se ansambel (N>20) perturbiranih trajektorij za nek izbran c. Izra¢unaj ¢asovno
spreminjanje povprecja in standardne deviacije ansambla. Ce zacetne perturbacije predsta-
vljajo tipi¢ne napake zacetnega pogoja, potem je standardna deviacija ansambla analogija za
napake v napovedi. Kako napaka narasca s casom? Poskusaj jo modelirati z logisti¢no krivuljo
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ki je resitev diferencialne enacbe
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Pois¢i Eypqq in a. Po kolik$nem casu postane napaka nasicena, npr. 90 % E,,q.. Ali je hitrost
naras¢anja napak odvisna od rezima dinamike, blizine atraktorja? Kako izgleda narascanje
napak na razliénih prostorskih velikostnih skalah, si lahko pogledas v ¢lanku Zagar et al.
(Tellus, 2017).

¢) Oceni interval napovedljivosti Lorenzovega sistema pri razlicnih zacetnih pogojih! Izracu-
nati moras torej najvecji nestabilen Lyapunov koeficient. Lorenzov sistem lineariziraj, izracu-
naj njegovo Jacobijevko 8%(:), skonstruiraj t.i. tangentni-linearni model (TLM) in z njim v
¢asu integriraj zelo majhno za¢etno perturbacijo 6x(0). Vmes periodi¢no renormaliziraj vektor
perturbacije 0x(t), da zaradi hitrega naraséanja napake ne pride do t.i. preobsega pri racu-
nanju. Nasvet: ¢e ra¢unas v klasi¢nih programskih jezikih (Fortran, C, C++), definiraj vse
spremenljivke z double in renormaliziraj vsakih nekaj korakov, pametni (a mnogo pocasnejsi)
programski jeziki, kot je Python, pa bodo to delali samodejno in do t.i. overflowa ne more
priti.

d) Napake v zacetnih pogojih, ki so posledica neto¢nih, pomanjkljivih ali nereprezentatnih
meritev, in modelske napake, povzrocijo, da vremenska napoved stanja Zemljinega ozracja
(kaoti¢nega sistema) séasoma divergira od pravega stanja. Modelski dinamicni sistem lahko
silimo z opazovanji in ga s tem ves ¢as popravljamo in priblizujemo to¢nemu stanju. Najbolj
naivna in preprosta metoda vkljucevanja opazovanj je nudging. V Lorenzovem sistemu lahko
z-spremenljivko silimo k neki opazovani vrednosti x.ps preprosto kot
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kjer je 7 prost parameter, ki oznacuje relaksacijski ¢as. Izberemo ga tako, da je enakega veliko-
stnega reda kot najmanjsi ¢len v enacbi. Zopet vzemi osnovno trajektorijo (recimo ji resnica,
truth) ter rahlo perturbirano (prvi priblizek, first guess). Osnovna trajektorija naj sluzi za
generiranje to¢nih opazovanj Tops, Yobs, Zobs Ob razliénih casovnih instancah. S temi opazovanji
sili prvi priblizek. Tako dobis analizo, torej z opazovanji popravljen prvi priblizek. Ali se lahko
priblizas resnici? Prikazi grafe prvega priblizka, resnice in analize v ¢asu. Prosti parametri so
Casovna gostota opazovanj, opazljivke, relaksacijski koeficient, shema za relaksacijo itd.



